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On cherche à résoudre un problème d'approximation des moindres carrés àl'aide d'éléments de Powell-Sabin. Nous connaissons donc des valeurs bruitéesdans un domaine 1D ou 2D, et nous cherchons la meilleure approximation deces données.1 Cas 1DDans un premier temps on se limite au cas 1D. Nous possédons N donnéesbruitées aux points xi données par mi. Nous divisons les intervales [xi, xi+1] endeux sous-intervales [xi, zi] et [zi, xi+1] . Nous prendrons zi, le point de rupture,au milieu des points xi et xi+1.Nous cherchons un polynome σ(x) de degrés 2 dans chacun de ces deux inter-vales, tels que l'on ait une continuité C1 au niveau des zi et des xi.

Nous écrivons ces deux polynômes dans la base de Bernstein :- Dans l'intervale [xi, zi] :
σ(x) =

2
∑

j=0

λi
jB

j(
x − xi

zi − xi

)- Dans l'intervale [zi, xi+1] :
σ(x) =

2
∑

j=0

µi
jB

j(
x − zi

xi+1 − zi

)où Bj(x) =
(

2
j

)

xj(1 − x)2−j .1.1 Raccords C0Nous souhaitons dans un premier temps un raccord C0 (au moins) aux points
xi.- Dans l'intervale [xi, zi] :

σ(xi) =
2
∑

j=0

λi
jB

j(0) = λi
03



- Dans l'intervale [zi−1, xi] :
σ(xi) =

2
∑

j=0

µi
jB

j(0) = µi−1
2D'où la relation de continuité C0 aux points xi :

λi
0 = µi−1

2De même, nous obtenons la continuité C0 aux points zi avec :
λi

2 = µi−1
0Cela permet d'établir un premier système linéaire de contraintes pour la ré-solution du problème.1.2 Raccords C1Nous souhaitons maintenant raccorder les polynomes de manière C1 auxpoints xi.On établit d'abord l'expression de la dérivée :





2
∑

j=0

λjBj(x)





′

=
(

λ0(1 − x)2 + 2λ1x(1 − x) + λ2x
)′

= 1
h

(−2λ0(1 − x) + 2λ1(1 − 2x) + 2λ2x)En écrivant la même expression avec les µi, on arrive à l'expression de lacontinuité de la dérivée aux points xi :
−λi

0 + λi
1 = −µi−1

1 + µi−1
2En écrivant le même raisonnement aux points zi, on obtient la relation decontinuité de la dérivée aux points zi :

−µi
0 + µi

1 = −λi
1 + λi

2Nous obtenons un deuxième système linéaire de contraintes.1.3 Fonction objectifSagissant d'un problème de minimisation sous contraintes de continuité, ondoit établir la fonction objectif à minimiser.La première fonction, qui semble la plus évidente est une fonction visant à fairepasser la courbe σ(x) proche des points de controle. On cherche donc à minimi-ser la somme :
N
∑

i=1

(σ(xi) − mi)
2où mi sont les points dont on connait la valeur (au bruit près). De plus, nousdevons minimiser les oscillations de la courbe, ce qui correspond à minimiser4



l'intégrale :
∫

(σ′′(x))2dxNous établissons donc la fonction objectif comme étant une combinaison li-néaire de ces deux fonctions, pondérées par un paramètre α :
f(Γ) = α

∫

(σ′′(x))2dx +
N−1
∑

i=1

(σ(xi) − mi)
2

où Γ =















































λ1
0

λ1
1

λ1
2

µ1
0

µ1
1

µ1
2...

λN−1
0

λN−1
1

λN−1
2

µN−1
0

µN−1
1

µN−1
2















































est le vecteur des inconnues.
En exprimant la dérivée seconde (constante) :





2
∑

j=0

λjBj(x)





′′

=
1

h2
(2λ0 − 4λ1 + 2λ2)on obtient l'expression de f :

f(Γ) = α
4

h3

(

N−1
∑

i=1

(λi
0 − 2λi

1 + λi
2)

2 +

N−1
∑

i=1

(µi
0 − 2µi

1 + µi
2)

2

)

+

N−1
∑

i=1

(λi
0 − mi)

21.4 Résolution des systèmesL'expression du système linéaire de continuité C0 sous forme matricielledonne :
A =











0 0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 0 0

0 0 1 −1 . . . 0. . . . . .









avec A ∈ M2N−3,6(N−1).De même, nous avons la forme matricielle du système linéaire de la conti-nuité C1 : 5



B =











0 1 −2 0 1 0
0 1 −2 0 1 0

0 1 −2 0 1 . . . 0. . . . . .









avec B ∈ M2N−3,6(N−1).Pour le système lié à la fonction objectif, nous exprimons le gradient de f ,avec la constante k = 8 α
h3 :

∂f(Γ)

∂λi
0

= (k + 2)λi
0 − 2kλi

1 + kλi
2 − 2mi

∂f(Γ)

∂λi
1

= −2k
(

λi
0 − 2λi

1 + λi
2

)

∂f(Γ)

∂λi
2

= k
(

λi
0 − 2λi

1 + λi
2

)

∂f(Γ)

∂µi
0

= k
(

µi
0 − 2µi

1 + µi
2

)

∂f(Γ)

∂µi
1

= −2k
(

µi
0 − 2µi

1 + µi
2

)

∂f(Γ)

∂µi
2

= k
(

µi
0 − 2µi

1 + µi
2

)Nous obtenons donc le système :
∇f = C.Γ − 2M

où M =















































m1

0
0
0
0
0

m2

0
0
0
0
0...















































.
Le système linéaire à résoudre est donc un système linéaire de type Lagran-gien :





C [AT BT ]
[

A

B

]

0



 .

(

Γ
ξ

)

=

(

2M

0

)où ξ sont les multiplicateurs de Lagrange liés aux contraintes du système.6



1.5 Résultats1.5.1 Approximation d'une droite
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powell

1.5.2 mi = abs(sin(x))

α = 1, |bruit| = 3 (même coût pour le fait de passer près des points etd'osciller moins)
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α = 0.01, |bruit| = 3 (on passe plus près des points)
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α = 100, |bruit| = 3 (on oscille moins)
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1.5.3 Approximation d'une parabole
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1.5.4 Approximation d'un polynome de degré 6
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2 Cas 2DOn s'interesse maintenant à la résolution du problème d'approximation dansle cas 2D en utilisant un élément de Powell-Sabin triangulaire, de dimension
h1 · h2.

1

h

h

N x

N y lignes

colonnesnumerotation

2

9



r

0

51
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0

1
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Nous procéderons de la même manière que dans le cas 1D, à savoir trouverl'expression des contraintes C0, puis C1 le long de chaque segment, puis l'expres-sion de la fonction objecif. Nous divisons pour cela le domaine en rectangles,divisés en 2 triangles, chaque triangle étant divisé en 3 sous-triangles au niveaude son point de rupture situé en son centre de gravité.Nous noterons les coe�cient dans la base de Bernstein par λ, µ, et γ dans les 3sous-triangles de chaque triangle rectangle. Par extension, nous noterons égale-ment ces 3 sous-triangles de la même façon. Les polynomes à trouver sont doncde la forme :
σ(x) =

∑

|α|=2

ξαB
α(x)où ξ = λ, µ ou γ, et α est un multi-indice.Par commodité, nous noterons les 6 mutli-indices possibles tels que |α| = 2 dela façon suivante :

i = 0 ⇔ α = (2, 0, 0)

i = 1 ⇔ α = (1, 1, 0)

i = 2 ⇔ α = (0, 2, 0)

i = 3 ⇔ α = (0, 1, 1)

i = 4 ⇔ α = (0, 0, 2)

i = 5 ⇔ α = (1, 0, 1)et l'écriture du polynome devient :
σ(x) =

5
∑

i=0

ξiB
i(x)Les triangles rectangles seront indicés par p, r, q, ou s suivant sa position(voir �gure), et ainsi les coe�cients du polynôme pourront posséder les expo-sants p, r ou q pour indiquer de quel triangle il s'agit :10



s

p

r q

Nous numéroterons les N triangles (N = 2·Nx ·Ny) en les ordonnant d'abordpar colonne puis par ligne, de bas en haut puis de gauche à droite, en alternantd'abord les triangles rectangles inférieurs gauches puis les supérieurs droits. Levecteur des inconnues est alors :
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Γ =










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

λ1
0

λ1
1

λ1
2

λ1
3

λ1
4

λ1
5

µ1
0

µ1
1

µ1
2

µ1
3

µ1
4

µ1
5

γ1
0

γ1
1

γ1
2

γ1
3

γ1
4

γ1
5...

λN
0

λN
1

λN
2

λN
3

λN
4

λN
5

µN
0

µN
1

µN
2

µN
3

µN
4

µN
5

γN
0

γN
1

γN
2

γN
3

γN
4

γN
5













































































































































2.1 Raccords C02.1.1 Entre les sous-triangles µp et γpComme σ est un polynome de degré 2, nous obtenons la continuité C0 surtoute l'arête séparant ces deux sous-triangles en imposant l'égalité des pointsde controles sur les deux sommets composant cette arête ainsi que sur le pointcentral.Nous obtenons les égalité des coe�cients :12









µ
p
0 = γ

p
0

µ
p
5 = γ

p
1

µ
p
4 = γ

p
22.1.2 Entre les sous-triangles γp et λpNous obtenons les conditions de raccord C0 de la même manière que précé-demment.Nous obtenons les égalité des coe�cients :







γ
p
0 = λ

p
0

γ
p
5 = λ

p
1

γ
p
4 = λ

p
2Nous ferons alors attention à supprimer la dernière relation (par exemple) par-tout où elle peut s'avérer redondante par transitivité (sur les triangles ne tou-chant pas le bord "gauche" ou le bord "bas" du domaine, et sur tous les trianglesrectangles supérieurs droits par exemple), sinon nous aurions un déterminantnul de notre représentation matricielle du système.2.1.3 Entre les sous-triangles λp et µpNous obtenons les conditions de raccord C0 de la même manière que précé-demment.Nous obtenons les égalité des coe�cients :







λ
p
0 = µ

p
0

λ
p
5 = µ

p
1

λ
p
4 = µ

p
2Pour les mêmes raisons de redondance des contraintes, nous n'exprimerons pasdu tout la première contrainte λ

p
0 = µ

p
0 qui a déjà été exprimée dans les 2 pré-cédents systèmes par transitivité (à savoir µ

p
0 = γ

p
0 et γ

p
0 = λ

p
0).Les trois contraintes précédentes nous permettent d'établir une premièrematrice A donnant les contraintes de raccord C0 à l'intérieur des sous-triangles(qu'ils soient inférieurs gauches ou supérieurs droits, car les contraintes se dé-duisent par simple rotation et sont donc les mêmes). Pour celà on construit unematrice A1 correspondant aux triangles touchant les bords gauches et bas dudomaine, et pour tous les triangles rectangles supérieurs droits, et une matrice

A2 pour les autres triangles rectangles. Ils s'expriment par :
13



A1 =

























0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 1 −1 0
−1 1 0
0 −1 1
0 −1 1 0

























∈ M8,18

et
A2 =





















1 −1
1 −1

1 −1
1 −1

1 −1
−1 1

−1 1





















∈ M7,18Nous remarquons qu'il s'agit de matrices très creuses. Toutes les matrices denotre programme Matlab seront donc codées en matrices creuses.Nous formons la matrice A par blocs, de la manière suivante :
A =























A1

A1 . . .
A1

A2

A1

A2























∈ M(2(Ny+Nx−1)+(Nx−1)·(Ny−1))∗8+(Nx−1)∗(Ny−1)∗7,18∗N

2.1.4 Entre les triangles s et pDe la même manière, on cherche l'égalité des points de contrôle sur 3 pointsde l'arête (les extrémités et le centre), et on obtient :






λ
p
2 = λs

4

λ
p
4 = λs

2

λ
p
3 = λs

3Nous obtenons ainsi une matrice B1 sur chaque rectangle possédant un voisinen haut :
B1 =





0 0 1 −1
0 1 O3,12 −1 O3,12

0 1 −1



 ∈ M3,36Nous pouvons alors construire la matrice totale B :
14



B =































O3,18 B1

B1 . . .
B1 O3,36 . . .

O3,36 B1 . . .
B1 O3,18































∈ M3(Ny−1)·Nx,(36(Ny−1)+36)·Nx

2.1.5 Entre les triangles r et pDe la même manière, on cherche l'égalité des points de contrôle sur 3 pointsde l'arête (les extrémités et le centre), et on obtient :






γr
2 = γs

4

γr
3 = γs

3

γr
4 = γs

2Nous obtenons ainsi une matrice C1 sur chaque rectangle possédant un voi-sin droit :
C1 =





1 0 −1
O3,12 1 0 O3,36(Ny−1) O3,12 −1

1 0 −1



 ∈ M3,36NyNous pouvons alors construire la matrice totale C :
C =











































O3,18 C1

O3,18 C1. . .
C1

O3,18 C1 O3,18. . .
O3,18 C1

O3,18 C1. . .
C1

O3,18 C1 O3,18











































∈ M3NyNx,(18(Ny+1)+36Ny)·Nx

2.1.6 Entre les triangles p et qDe la même manière, on cherche l'égalité des points de contrôle sur 3 pointsde l'arête (les extrémités et le centre), et on obtient :






µ
p
2 = µ

q
4

µ
p
3 = µ

q
3

µ
p
4 = µ

q
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Nous obtenons ainsi une matrice D1 sur chaque rectangle :
D1 =





1 0 −1 0
O3,6 1 0 O3,12 −1 0 O3,6

1 0 −1 0



 ∈ M3,36Nous pouvons alors construire la matrice totale D :
D =











D1

D1 . . .
D1











∈ M3NxNy,36NxNyEn faisant attention à éviter les redondances des contraintes C0, les matrices
A, B, C et D obtenues sont donc de rang maximal et su�sent à exprimer lestoutes les contraintes C0 du système.2.2 Raccords C1Pour exprimer les raccords C1, on utilisera le fait que dans chaque pairede triangles à raccorder, les plans tangents formés par le point de contrôle ausommet et les points milieux des arêtes sont identiques pour les deux triangles.Cela se traduit par le déterminant de la matrice formée par les 3 vecteurs quidoit être nul (les vecteurs sont donc liés et appartiennent donc au même plan).2.2.1 Au point de ruptureNous cherchons la continuité C1 au point de rupture de chaque trianglerectangle. Les 3 vecteurs des points de contrôle dont on cherche à rendre le dé-terminant nul sont :

~v1 =





h1

3

−h2

6
λ

p
5 − λ

p
0





~v2 =





−h1

6
h2

3
γ

p
1 − γ

p
0





~v3 =





−h1

6

−h2

6
λ

p
1 − λ

p
0



Nous avons donc la relation :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

3 −h1

6 −h1

6

−h2

6
h2

3 −h2

6
λ

p
5 − λ

p
0 γ

p
1 − γ

p
0 λ

p
1 − λ

p
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0ce qui conduit, en développant, à l'expression d'une première contrainte deraccord C1 :
−3λ

p
0 + λ

p
1 + λ

p
5 + γ

p
1 = 016



2.2.2 Entre les sous-triangles λp et γpDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

2
h1

6 0

0 h2

6 −h2

6
λ

p
3 − λ

p
2 λ

p
1 − λ

p
2 γ

p
3 − λ

p
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
3λ

p
1 − λ

p
2 − λ

p
3 − γ

p
3 = 0Pour conserver un système de rang maximal, nous supprimerons cette rela-tion devenue inutile par transitivité pour tous les triangles inferieurs gauches netouchant pas les bords gauches et les bords bas (même argument que lors de lacontinuité C0).2.2.3 Entre les sous-triangles λp et µpDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−h1

2 −h1

3 −h1

2

0 h2

6
h2

2
λ

p
3 − µ

p
2 µ

p
1 − µ

p
2 µ

p
3 − µ

p
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
−3µ

p
1 + µ

p
2 + µ

p
3 + λ

p
3 = 02.2.4 Entre les sous-triangles µp et γpDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

2
h1

6 0

−h2

2 −h2

3 −h2

2
µ

p
3 − µ

p
4 µ

p
5 − µ

p
4 γ

p
3 − µ

p
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
γ

p
3 + µ

p
3 + µ

p
4 − 3γ

p
5 = 0Les 4 relations précédentes concernant les raccords C1 à l'interieur d'un mêmetriangle p (et par rotation, ces relations sont conservées pour les triangles q...),nous en faisons une matrice E diagonale par blocs, de bloc E1 pour les trianglesqui touchent le bord gauche ou le bord bas et les triangles supérieurs droits, etde bloc E2 pour les autres :

E1 =









−3 1 1 1 0
−3 1 1 1 0

1 −3 1 1 0
1 1 −3 1 0









∈ M4,18

E2 =





−3 1 1 1 0
1 −3 1 1 0

1 1 −3 1 0



 ∈ M3,1817



2.2.5 Entre les triangles p et s au point bas-gaucheDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

3
h1

2
h1

6

−h2

6 0 h2

6
λs

5 − λ
p
2 λ

p
3 − λ

p
2 λ

p
1 − λ

p
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
λ

p
1 − λ

p
2 + λs

5 − λ
p
3 = 02.2.6 Entre les triangles p et s au point bas-droiteDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−h1

6 −h1

2 −h1

3

−h2

6 0 h2

6
λs

1 − λ
p
4 λ

p
3 − λ

p
4 λ

p
5 − λ

p
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
λ

p
3 + λ

p
4 − λ

p
5 − λs

1 = 0Les 2 relations précédentes concernant la continuité C1 entre les triangles pet s, nous en faisons une matrice F formée de la même façon que la matrice B,mais utilisant les blocs F1 donnés par :
B1 =

(

0 1 O2,12 1 −1 −1 O2,12

0 −1 1 1 −1

)

∈ M2,362.2.7 Entre les triangles p et r au point bas-gaucheDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

6 0 −h1

6
h2

6
h2

2
h2

3
γ

p
5 − γ

p
4 γ

p
3 − γ

p
4 γr

1 − γ
p
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
γ

p
3 + γ

p
4 − γ

p
5 − γr

1 = 02.2.8 Entre les triangles p et s au point haut-gaucheDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

6 0 −h1

6

−h2

3 −h2

2 −h2

6
γ

p
1 − γ

p
4 γ

p
3 − γ

p
2 γr

5 − γ
p
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
γr
5 − γ

p
2 + γ

p
1 − γ

p
3 = 018



Les 2 relations précédentes concernant la continuité C1 entre les triangles pet r, nous en faisons une matrice G formée de la même façon que la matrice C,mais utilisant les blocs G1 donnés par :
G1 =

(

O3,12 0 −1 O2,36(Ny−1) O2,12 1 1 −1
1 1 −1 −1

)

∈ M2,36Ny2.2.9 Entre les triangles p et q au point bas-droiteDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :
∣

∣

∣

∣

∣

∣

−h1

3 −h1

2 −h1

6
h2

6
h2

2
h2

3
µ

p
1 − µ

p
2 µ

p
3 − µ

p
2 µ

q
5 − µ

p
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
µ

q
5 − µ

p
2 + µ

p
1 − µ

p
3 = 02.2.10 Entre les triangles p et q au point haut-gaucheDe la même manière, nous obtenons le déterminant à annuler :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

h1

3
h1

2
h1

6

−h2

6 −h2

2 −h2

3
µ

q
1 − µ

p
4 µ

p
3 − µ

p
4 µ

p
5 − µ

p
4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0qui donne la relation :
µ

p
5 − µ

p
4 + µ

q
1 − µ

p
3 = 0Les 2 relations précédentes concernant la continuité C1 entre les triangles pet q, nous en faisons une matrice H formée de la même façon que la matrice D(diagonale par blocs), mais utilisant les blocs H1 donnés par :

H1 =

(

O3,6 0 1 −1 −1 0 O2,12 1 O2,6

−1 −1 1 0 1 0

)

∈ M2,36Nous avons ainsi toutes les relations (libres) de continuité C1, dans les ma-trices E, F , G et H , de rangs maximaux car on a supprimé les contraintesredondantes.2.3 La fonction objectifDe la même manière que pour le cas 1D, nous avons une fonction coût com-posée d'une minimisation de la distance de la surface aux points de contrôle :
J =

N
∑

i=1

(σ(xi) − mi)
2Sur les quatres points de chaque rectangle, on minimise donc, pour les trianglesinférieurs gauches :

Ji = (λ2 − m
p
0)

2
+(λ4 − m

p
1)

2
+(µ2 − m

p
1)

2
+(µ3 − m

p
3)

2
+(γ2 − m

p
3)

2
+(γ4 − m

p
0)
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et pour les triangles supérieurs droits :
Ji+1 = (λ2 − m

p
2)

2
+(λ4 − m

p
3)

2
+(µ2 − m

p
3)

2
+(µ4 − m

p
1)

2
+(γ2 − m

p
1)

2
+(γ4 − m

p
2)

2En dérivant par rapport aux ξ, on obtient, pour chaque triangle le bloc :
J =

















0
0

2
0

2
0
















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et pour chaque rectangle le vecteur :

V =





















































































































































...
0
0

2mi
0

0
2mi

2

0
0
0

2mi
2

0
2mi

1

0
0
0

2mi
1

0
2mi

0

0
0
0

2mi
3

0
2mi

1

0
0
0

2mi
1

0
2mi

2

0
0
0

2mi
2

0
2mi

3

0...



















































































































































et le gradient que l'on cherche à minimiser s'exprime donc par :
L =











J

J . . .
J











− VDe plus, nous devons minimiser les oscillations de la courbe, ce qui corres-pond à minimiser l'intégrale de la norme matricielle de σ′′ :21



∫

(∂xxσ(x))2 + 2(∂xyσ(x))2 + (∂yyσ(x))2dxOn pose ξ valant λ, γ ou µ, et b0, b1 et b2 les coordonnées barycentriques dansle triangle. On a :
σ(x) = ξ0b

2
0 + 2ξ1b0b1 + ξ2b

2
1 + 2ξ3b1b2 + ξ4b

2
2 + 2ξ5b2b0

∂xxσ(x) = 2ξ0(∂xb0)
2+4ξ1∂xb0∂xb1+2ξ2(∂xb1)

2+4ξ3∂xb1∂xb2+2ξ4(∂xb2)
2+4ξ5∂xb2∂xb0

∂yyσ(x) = 2ξ0(∂yb0)
2+4ξ1∂yb0∂yb1+2ξ2(∂yb1)

2+4ξ3∂yb1∂yb2+2ξ4(∂yb2)
2+4ξ5∂yb2∂yb0

∂xyσ(x) = 2ξ0∂xb0∂yb0+2ξ1(∂xb0∂yb1+∂yb0∂xb1)+2ξ2∂xb1∂yb1+2(ξ3∂xb1∂yb2+ξ3∂yb1∂xb2)+2ξ4∂xb2∂yb2+2(ξ5∂xb2∂yb0+ξ5∂yb2∂xb0)Ici, on a :
∂xb0 ∂yb0 ∂xb1 ∂yb1 ∂xb2 ∂yb2

λ : 0 h1 −h2

3 −2h1

3
h2

3 −h1

3

µ : −h2 −h1 2h2

3
h1

3
h2

3 2h1

3

γ : h2 0 −h2

3
h1

3 −2h2

3 −h1

3Sur chaque triangle, I = Iλ + Iµ + IγOn pose k1 = 2
(

h2

3

)2 , k2 = h1·h2

32 , k3 = 2
(

h1

3

)2 et |T | = h1·h2

2·3 l'air du sous-triangle.
Iλ

|T |
= k2

1(λ2−2λ3+λ4)
2+2k2

2(−6λ1+2λ2−2λ3−2λ4+6λ5)
2+k2

3(9λ0−12λ1+4λ2+4λ3+λ4−6λ5)
2

Iµ

|T |
= k2

1(9µ0−12µ1+4µ2+4µ3+µ4−6µ5)
2+2k2

2(18µ0−18µ1+4µ2+10µ3+4µ4−18µ5)
2+k2

3(9µ0−6µ1+µ2+4µ3+4µ4−12µ5)
2

Iγ

|T |
= k2

1(9γ0−6γ1+γ2+4γ3+4γ4−12γ5)
2+2k2

2(6γ1−2γ2−2γ3+4γ4−6γ5)
2+k2

3(γ2−2γ3−γ4)
2On peut ainsi exprimer les matrices ∇Iλ, ∇Iµ et ∇Iγ (matrices trops grossespour être explicitées ici), et ainsi écrire :

∇I =





∇Iλ O
∇Iµ

O ∇Iγ



et ainsi la matrice correspondant à notre fonction coût :
∇K =







∇I O. . .
O ∇I






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2.4 Résolution du systèmeDe la même manière que dans le cas 1D, nous avons un système à résoudrede la forme :




























α · K + L [AT BT CT DT ET FT GT HT ]
























A

B

C

D

E

F

G

H

























O





























.

(

Γ
ξ

)

=

(

V

0

)

où ξ sont les multiplicateurs de Lagrange liés aux contraintes du système.Le système, bien qu'énorme ( 7238 x 7238 pour une résolution de Nx = 10et Ny = 10 par exemple) ne coûte pas trop cher ni en stockage ni en temps decalcul de résolution car il n'est formé que de matrices très creuses (le systèmeS dans l'exemple précédent possède seulement 41 268 non-zéros sur 52 388 644éléments, soit un ratio de 7.9E-4 environ).En revanche il est mal conditionné pour une résolution directe par Matlab bienque les résultats soient corrects pour des valeurs de Nx et Ny su�semmentgrandes, et nous devrons faire appel à une fonction GMRES pour la résolution(ne marche pas...). En e�et, le conditionnement donné par Matlab vaut environ1E-17Nous avons ainsi essayé une résolution itérative par qmr de Matlab, aveccomme fonction initiale la fonction trouvée par une résolution directe, mais lesoscillations restent importantes. Nous n'avons pu préconditionner par la matrice
L de la factorisation LU du système par manque de mémoire (le système esttrop important).2.5 MaillageNous a�chons le maillage grâce à la commande surf de Matlab, et grâce àl'algorithme de De Casteljau généralisé au cas 2D pour évaluer les polynomesdans la base de Bernstein (algo fourni dans le polycopié).Les resultats de cette version de l'algorithme de De Casteljau se trouve déçe-vante en temps de calcul, l'évaluation de la fonction étant beaucoup plus lenteque la résolution totale du système !...Nous passons en paramètre les coe�cients de chaque fonction de base indicéspar des multi-indices tels que |α| = 3.Nous avons donc les fonctions de base suivantes :23



2.6 RésultatsLes résultats suivants, sauf mention contraire sont donnés avec α = 1 a�nd'équilibrer l'approximation par rapport à l'interpolation.Ils sont e�ectués sur un maillage de 10x10, par une résolution itérative avecinitialisation avec la solution d'une méthode directe.2.6.1 Approximation de mi = constante
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2.6.2 Approximation de mi = 4 ∗ (i + j) + 3, un plan oblique
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2.6.3 Approximation de mi = abs(sin(x + y)))
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2.6.4 Approximation d'une hyperboloide mi =
√

(3 − (x − 0.5)2 − (y −
0.75)2)
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2.6.5 Approximation d'une hyperboloide bruitée mi =
√

(3 − (x −
0.5)2 − (y − 0.75)2) + bruitNous choisissons α = 100 a�n de réduire l'in�uence du bruit (ici d'amplitude0.05).
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3 ConclusionNous avons donc pu obtenir une approximation de fonctions bidimension-nelles à l'aide des éléments �nis de Powell-Sabin. Il est important de noter quele conditionnement du système �nal à résoudre est très mauvais ce qui in�ueénormément sur les résultats. 26


